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KoNTAKTHT Pro3Ltr v popzEimfil sPAVITELSTVE

Ing. Petr Prochdazka, CSc
DP=-letroprojekt, ia Slovanech, 12000 Praha 2

rodzemndn eiavitelstvi se Casto setkdvdme s problémem

obezdivigr, “Pedevsim nds zojimd roz-

hornirou a obezdivkou v pripadé,

skou neni revnd soojeni a miZe dojit
Iidle nds zajimd vliv

1221 obéma télasy,.
"

.

7 vrobléa teorie pruinosti, Vliv

a obezalvka turelu pak prstencem

Suchost uvaZovat existenci pouze jed-
zatii eni i geometrie konstrukce,

buieme vychézet ze stavu rovinné defor—-
z 3" resp, G °, Zkoumany model je

ress, G~ budeme znalit jednou resp.
drza=mf , Ce=lin = \nl,nz) snér jeanotkove vnéjsi normd-
" viz. obr, 1 ) vzhledem k G’ , dosteneme zna-

=2 ziizfrian, zterd vyjad¥uje nepfipustnost priniku téles ¢ a

<
o

142 34w zontaxztu [T vo deformaci:

rd
o = - r4 3 [-'
/ u /n u, - u, & O skoro viude na

zce u, = nlu n2u2 nall a w, = nu; +un, nea F ’
u = \ul,uz) je vektorovd funkce posuvi,
UvaZujene-1li ne spoledném kontaktu t¥eni, je t¥eba pod-

minku (l.1) rozsirit:
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/fu/, €0 = G’ijn;j:O
/u/,=0 =¥y = G yynyny £0

(1.2) [Tpl <teploy|=> /usy=o

IG/T( = tgtf IFN‘ =2 3(0)>0’

/ul/y == Q)G/T

kde nyni / u /t = nl(u2 - u, ) - n2(u1 - u; )y GT = {G’iT}
94 = Vi;jnj - Oyny a tg P Je soudinitel Coulombova t¥eni.

Nasim cilem je navrhnout postup, ktery vede k FeSeni sté-
nového problému p¥i splnéni podminek (1l.1) a (1.2). UZijeme t.zv.
Uzawova algoritmu ( viz / 1 / ) aplikovaného na metodu konednych
prvki s redukei metic tuhosti pomoci umélého 3Sroubu, ktery umis-
time na |7 . Pomoci Uzawova algoritmu dokdZeme totiZ urdit si-
multdnné jak posuvy, tak i povrchové sily na r.

2, Formulace problému.

Definujme Banachiv prostor p¥ipustnych posunuti:

rd 4

V= gu = (ul,uz) na G =GUG™"; u e HI(G'),

u{’é Hl(¢"") pro i = 1,2, ui', ui' splruis
homogenni podminky ( geometrické ) ra rz
ve smyslu stop - v nagem mocelu. u, Vl +uy ¢
=0, V= (V1 V?_) je jednotkovd vréjsi nox—
ndla k 0G }

Pozndmkas Hi(.) = Wl"z(.). pF¥islusné normy, pojem stopy atd.

viz na pie / 2 /e

Necht

S gl v
‘ = ffuy
el = (2 Chafll

Lu 2 ) )
y TN e

Jje norma na V,
Zavedeme konvexni mnoZinu p¥ipustnych funkei posunuti,



jejiZ prvky respektuji podminku (1.1):

K = {ueV; / u /n £ 0 skoro v3ude na r'}, o

Potencidlni energie konstrukce nyni bude:

2 2
I(u) = % Aluyu) - Z J‘ Fyu; dxjdx, - 2 jP,.ui af
i=1 G i=1 r' -
1
(2.2) + f ey [0l 7wspar
r

pro ue€k, kie ¥ = (FI’FZ) aP= (Pl’Pz) jsou po 7adé vektorové
funkce popisujici objemové sily na G a povrchové sily na r'l.
Prednoklédime, Ze T, €L,{G) a Pié‘LZ( l"'l), i= 1,2,

f

A(u’u) =Z_ js:(u) E—i.(u) dxldxo 'VU.G v
‘L",l’ J J <

&

€= £330 =3 ( duy/ x5+ duy/ Dxy )

Gy = AT dy v emeg,

ij =

r

13 je Kroneckeriv symbol, A .Jw jsou Laméovy konstanty a

2
VT =2 &, W
=1 ii
Problém lze nyni formulovat takto: Nalézti ue€k, Ze

(2.2) J(u) £ J(w) 4 wek

Dikaz existence u€k, fe je splndno (2.2) dosud poddn ne-
byl., Na druhé strand, piFedpokldddme-li tg -f = 0 na kontaktu [ a



J‘ F2 dx,dx, ¥ O mé problém jediné FeSeni,

3. Diskrétni model,

Necht p je pfirozené &islo. Ve smyslu metody konednych

prvki definujeme reguldrni triangulaci G{ oblasti G~ a G:;P
oblasti G 7y 1=1yeeesk (P)y J=lpeessk” (p) a to tak, Ze uzel
( vrehol trojihelnika z triangulace ) z triangulace G‘{p, le~
#fci na " je také uzlem z G, . a naopek uzel z G- na ' je
také uzlem ndkterého trojihelnika z G . Sjednoceni obou defi=
novanych triangulaci d4vd triangulaci oblasti G, kterou ozna=-
éime Gip‘ Definujme dédle:

Np = {Q; Q je uzel , Qer'} .

OCislujme body z N takto: {No ) 1 ,p? *tt ! NK(p) %
tak, Ze body Ni 1,p a Ni P jsou spojeny useckou ti ,p’ i=1lye0e4K(D)e

Zavedeme nékteré dileZité mmoZiny:

Vp = {v; veV, v je linedrni funkce na kazdém

trojihelniku z -Gip} )

fvivev, /v/ €ovaen,§,

JestliZe AeNp je dany uzel, pak

v ={v;'vevp,/v/n=0va}

PsA

Ddle necht

Ep = {v; v je linedrni funkce na ti,p’ i=1.....K(p)}

pak pro 2z€E_ definujeme

K(p)
Jp(z) = % % ( z(Ni.p) + z(Ni-l.p) ) mes ti,p

p



BudiZ konedné

s

Lya = { (Aw); A6E,, ek, A2o0 vQen, ¢ &,
&fu Py axyax, + I Any) - I, Mony) = 0§

Np,o = {Q; Qé.Np, nzaé o] VQ}

Pozndmka: Prostory V_ a Kp jsou prirozenou diskretizaci po Fa-
dé prostori V a K, Prostor I‘p,A pak popisuje p¥ipustné povr-
chové funkce na [' ve specidlnim modelu s um8lym Sroubem,

PF¥irozenou diskretizaci naSeho vychoziho problému bude:
Nalézti upé_Kp tak, Ze

I(uy) £ J(w) + we K,

Pro pripad tg tf = 0 byla dokdzdna unicita a existence v / /.
UZitim Lagrangeova multiplikdtoru Ae Ep, ktery miZe byt

PURA

kvalifikovdn jako normdlovd povrchovd sila na kontaktni cédre,
miZeme formulovat diskrétni problém takto: Nalézti u eVp.A,

(A p/O—'p)eLp,A tak, Ze plati

P
JI;(up) + Jp(/u,/ u, /n) + Jp( u)p/ up/t) p

(3.1) £35(uy) + IOy /) + I (W g /)4

éJ;(w) + Jp(/\p/ w /) + Jp(u)p/ w /i)

’\} wevy, "gu,eEp, L0 naN, a

[wyl = teip A, <0, W/ u,/y% 0,
/ uy /y Clwyl - tep Ay ) =0 naw,



-6-4

‘V

Ize odekdvat, Ze p¥l zjemnovdni sit3, tejs pPro p — o0,
YeSeni problému (3.1) bude za predpokladu vhodného vybéru umé-
lého Sroubu A konvergovat k FeSeni vychoziho problému, Tuto kon-
vergenci se v8ak zatim nepoda¥ilo dokdzat, Dokonce, bohuZel,
se nepoda¥ilo dokdzat ani existenci a jednoznadnost Yefeni (3.1).
Podrobné se o této problematice lze dolist v/ 5 /. V prdeci / 4 /
byla dokdzdna existence a jednoznacnost YeSeni problému (3.1)
pro tg = O za pFedpokladu dostatedné hladkosti 9G  a dG°’

( Lipschitzovskost oblasti )e Za té&chto predpokladi byla dokd-
zéna komvergence —u ve V, konvergence {)‘p};l je v3ak opét
otev¥eny problém.

4, Numerickd analyza,

Budeme se zabyvat dvojrozmérnym problémem, ktery budeme
reSit pomoci elementd s linedrni aproximaci posuvi na kaZdém
prvku ( viz, na p¥e / 6 / Do

lejprve vybereme bod A nal' ., Tento vybdr je véci zkuSe-
rosti, pro zkuSeného statika by vSak nemél plisobit téZlkosti,
v bodd A toti%¥ musi byt splndna podminka ( viz def. Vp A ):
’

(4e1) / uy /n =0 v ke%dé i-té iteraci, 121,

Ry

Zckul neexistuje io’ aby byle splnéne podminka (4.1), je vybér
todu 4 ( um8lého Sroubu ) Spatny a nelze olekdvat konvergenci
=rocesus V / 4 / je dokdzdna existence aspon jednoho bodu A s
v_ezstnosti (4.1), )

Z predchozich odstavel plyne dileZity zdvér. Vychozi i dis-
krétn? problémy jsou linedrni na ka%dé z oblasti G’ resp. G,
linearita je porudena pouze na Jd¥e kontaktu M. V diskrétnim
noéelu konkrétnd viude na T vyjma bodu A, kde plati linedrni
podminka (4.1). Algoritmus bude nyni ndsledujici:

Znidmym postupem obdr¥ime matice tuhosti K’ resp. K'°, které
jsou urdeny pro rovinny problém nad G° respe G . Jeliko? mime
zachovdnu linearitu nad G” resp. G°° - separdtnd, mi%eme psédt:

(4.2) K'uv =g +¢

(443) K''u =g +7¢
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kde nynf u’y, u’’, g" , """, ", £ jsou po ?$adé vektory po-
sunuti, vndjsich sil a sil na kontaktu [ o Slozky vektort g’ e
g’ jsou znimé vmdjsi sily kdeito £  a £°” nezndmé sily ne kon-
tektu [° .

Jsou=1i £" a £°° zndmy, neni problém se YeSenim (4.2).
Rovnice (4.3) viak jsou v obecném p¥ipadé Yeditelné jednoznad-
né pouze za dodatednych predpokladi. U nds bude takovym piedpo-
kladem vazba oblasti G~  na ¢ pomoci umdlého froubu v bodd A,
Matice K*° pak “ide r~-nldrni » YeXeni bude jednoznadné,

Smér vwnéjsfi r ~ 6" vouzo -h N, , ne kontaktu rovy-
bereme tak, Ze '‘tvori a  ilu, def;novaného body Ni—l,p’ Ni,p
a Ni+1,p’ i=lyeee3K(p)-1ls Prc uzly pat¥ici ose x, md pak vnéj-
51 normdlc smér kladné resp. z. orné osy X5e S ohledem na malé
deformace a dostatedné pravidelné déleni kontaktni 8dry pri triar
gulaci bude tato volba dosti dobrd.

Nyni budeme superponovat vliv vnéjSiho daného zatiZfeni a
zatiZeni na kontaktu, Proceduru miZeme formulovat v ndsleduji-
cich krocich, které budou také tvorit hrubé blokové schema:

1, Krok: Je t¥eba urdit FeSeni (4.2) a (4.3) za piedpokladu
£f°=2¢"" =0, t.j. posuny indukované vndjsim zatiZenim.
a) Vybereme bod A na W, pfed deformaci a Fedime
rovnici (4.3).s £° = 0, Obdriime FeSeni T~ & reakdni sily v A.
Je treba uvdZit, Ze nevime-1li pFedem nic o moZnostech kluzu po-
dél [ , je nutné pro Sroub A respektovat moZné podklouznuti,
Je t¥eba tedy p¥ihlédnout ke smykové .sloZce reakce v A, plisobi-
ci ve smdru tedny t v A. Reakce je mo¥né poditat bud numericky
nebo z podminek rovnovdhy a v p¥ipadé tgtf # 0 z jedné deformal-
ni vyminky na sténodeskovém prvku G"", pPidem¥ vidy podminka
(1.2) musi byt respektovdna, Oznadme RAn respe Ry, projekce
reakce v bodé A do normdlového resp, tedného sméru, JestliZe
dokédZeme a priori urdit bod A tak, Ze v tomto bodé nebude kluz
( na p¥, obr, 1, bod D, H ), k urleni reakce R, stadi vyminka
rovnovéhy ve sméru osy X,, kdeZto Ryy Je nulovd (vn2 v bodé A
musi byt riznd od nuly - viz def, Np,o )e
b) Re#ime (4.2) s volnym bodem 4, £~ =0 a “Rpp
-R,, uvafujeme jako vndjsi zatiZeni v bodd A, Obdriime FeSeni a’)
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¢) Posuneme deformované téleso G ° ve smdru osy x,
tak, aby tedna v A vzhledem k G & tena v A vzhledem k G~ sply-
valy ( vSe po deformaci ). Predpoklédéme, Ze deformace nemd vliv
na smér tedny ani normily. Uloha mé tedy smysl. Podrobnd je ten-
to krok vysvétlen v/ 5 /, kap. 5, Step 1, ¢). Oznadme tegnto po-
suv deformovaného tleea G~ jako tuhého celku vektorem i’ o Vy-
sledny posuv od vnéj3iho daného zatiZeni tedy bude:

(4.4) a’ ’

=
"

Krok 2: Je t¥eba urdit sily na kontaktu a posuvy, indukované
témito silami,

a) Zvolime poddtedni vektor £ = £  ==1% £ 7, po-
dél T plati totiZ zdkon akce a reakce, Dile zvolime parametr ?
( kladnd pevnd konstanta - jeho vyznam ddle ),

b) Xedime rovnice (4.2) a (4,3) 8 g =g =0 a
obdriime Fe3ent ﬁé a Ug'e S ohledem na linearitu Glohy na kaZdé
z podoblastf G a G°°, plati e
(4.5) U =lUp + Uy

a7 =g vy
jsou vysledné posuvy od vnéjsiho zatiZeni-a zvolenych f na kon-
taktu,.

c) Uprava @”° ze (4.5) ve smyslu &dsti ¢) Kroku 1,
t.j. oprava o posun deformovaného télesa G = jako tuhého celku
aby bylo dosaZeno podminky seSroubovdni t&les v bodé A,

d) Volba nového zatdZovaciho vektoru f. Tento
vektor miZeme snadno transformovat do tvaru:

et = L}t

xde 23 o = 21, £ - 1, k= 1,...,8/2, T 2nadf trensposici,
ft jsou projekce do sméru normdly a f% do sméru tedny, vide v
i=té iteraci. Nyni ve smyslu Uzawova algoritmu volime:
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eilop (gl O /uy/y)pan,ta,

kde

PA x. =X pro x = 0

pro kaZdou redlnou
Pp% =0 pro 2 £ 0 funkei X

A Je tedy projektor na pFipustnou mnoZinu L Al V bodé A defi=-
nu. jeme f;+l z rovnovdhy sil podél kontaktu, S ohledem na pod -
minku (1.2) definujeme fi +1 takto:

f%+1 = fi pro / pitl /t =

fi+1 ~tg. ff‘l*'l sgn / uitl /i pro/ uitl /¢ F O

)

Nyni je t¥eba je3t& provést ( v obecném p¥ipadd ) kontrolu
splnéni podminky (1.2) v A - tato kontrola odpadne je-li na p¥.
A=H mebo A=D, viz obr, 1.

e) Gdsti b) - d) se opakujfi dokud neni dosaZe-
no uspokojivé pPesnosti ve smyslu ndjaké pFedem zvolené normy,

P

podle které mé¥ime chybu,

Druhy krok nafeho algoritmu lze jes$té vylepSit. Provedeme=-
1i prvy krok ve smyslu vySe uvedendho , naSe \loha se redukuje
na ﬁpraGuApouze druhého kroku, kde hlavni pozornost je vénovd-
na FeSeni rovnic (4.2) a (4.3), které musime YeS3it v kaZdém

kroku iterace, Jeliko? obecnd vektor f bude tvaru:

U LT Er Y
{fl'...'fZ}
s tim, Ze £, budou subvektory a na pt.
(4.6) fope1 = O pro k = l,044,(2+1)/2

( z dfivodt plynoucich z definice vektoru f ) a tim na p¥. K’
bude mit tvar:

= [444]
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3.

kde A;, jsou submatice s rozméry odpovidajicimi rozmérim s

Asy Jsou Etvercové. Nyni miZeme provést Gaussovu eliminaci nu-
lovédnim pod a nad hlavni diagondlou v modifikovaném tvaru a dos-
taneme misto (4.2):

(407) Bid QJ’ = fi

8 tim, %e u; jsou subvektory s odppvidajicimi rozméry, Byy Je
jednotkovd matice pro i = 2k-1, Byy = 0 pro i = 2k=-1 & £y vzhle-
dem k (4.6) nedoznd zmény, Nyni mizeme sestavit matici

¢ = Cab
kde a = 21, b = 23, i,J jsou indexy matice B, Rovnice (4.7) resp.
(4.2) miZeme piepsat pak do tvaru:

4 4 4 T T 4 d
kde v’ = {vl,...,vn/zf » D = zpl....,pnjz} » Vo= Ungs
Py = f21’ t.zn, p je vektor nenulovych sloZek z f, v je vektor
posuvi na kontaktu a C je kondenzovand matice tuhosti nad (8
Podobné Upravy lze provést pro rovnice (4.3). KeSeni rovnic (4.2)
a (4.3) se redukuje na reSeni nad 2(K(p)+1l)-rozmérnym prostorem
( uzly na kontaktu &islujeme od O do K(p) ) JelikoZ vétSinou
podet uzld na kontaktu je znadné men3i ne? celkovy polet uzll
triengulace G, je tento postup vyhodny, Kroky 2 b), c), d) lze
nyni provést pouze na 2(K(p)+1l)-rozmérném prostoru.

Postup se znadné zjednoduli vhodnym odislovénim uzld trian-
gulaci Gip a Gjp -viz / 5 /.
Vysledky.

Abychom zjistili rychlost konvergence navrZeného algoritmu
a ové¥ili jeho korektnost prakticky, byla provedena Fada vypolti.
Program byl sestaven na minipoditadi HP 2100 S.

Vysledky jednoho praktického pfikladu jsou sestaveny v ta-

bulce na konci tohoto odstavce., Byl analyzovén model z obr. 1,
pridemZ podél hranice [,1 pisobilo zatiZeni 30 Mp/m & navic vlast-
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ni véha 2,6 Mp/m3.

Analyza byla provedena pro dvd sit& - 599 elementd, 378 uzld
a 17 uzld na kontaktu a 354 elementl, 232 uzlii a 9 uzld na kon-
taktu., Je treba Fici, Ze vysledky velmi zdvisi na volbé triangu-
lace, coZ potvrdila sada vypodtid, V soudasné d&%é, bohuzZel, neni
k disposici prakticky vysledek pro porovndni s vypodtem, pFedpo=-
klddéme vSak, Ze v dohledné dobé budou ve spoluprdci s HU CSAV
provedena mé¥eni na modelu,

Youngovy moduly byly voleny takto: EG' = 2100000 Mp/m2 a
Eq - = 10000 Mp/m2 « Poissonovy konstanty byly Vgo = 0e2 a
Vg = 015 :

V tabulce je uvedena procentudlni chyba vysledk: p¥i obou

sitich, poditand podle vzorce
fesSenf 2, p¥ipad - FeSeni 1, p¥ipad X 100%
YeSeni 1, p¥ipad

Typicky diagram sil na kontaktu v normdlovém sméru je vykre-
slen na obr, 2, spoledné s &¢islovdnim uzld v tabulce, Z tabulky
i diagramu je z¥ejmé, Ze konvergence je uspokojivd vyjma, Fekné-
me, uzlu &, 9, t.j. bodu, pro néjz n, = 0.

P¥iklad je poditdn pro 3tyFi pripady Coulombova koeficientu
ti¥eni, a to 0, 0,2, 0,5 a 1.

Zdvér,

V tomto 8ldnku je formulovdn jeden specidlni kontaktni pro-
blém a navriena metoda jeho PeSeni., Z praktického hlediska je
vyznam uvedeného modelu v moZnosti ziskat informace o velikosti
a rozlofeni sil, které zatéZuji obezdivku tunell, na p¥. Metra.
Tento model lze jednoduSe zobecnit na v&t3i polet tuneld, sta-
niéni tunely atd. Numericky postup byl ovéY¥en na p¥ikladu a pre-
dev3im rychlost konvergence byla sledovdna, Na druhé strané neni
k disposici porovnéni s vysledky na praktickém modelu. Tyto vy-
sledky by v8ak v dohledné dob& mély byt ziskény.
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TABUTKA
tg tf =0 tg nf = 0,2
Uzel 1l.pPiklad 2.pF{klad chyba 1,p¥iklad 2,p¥iklad chyba
74,8 76,6 2,406 65,4 69,4 6,116
TT 5 67, )
gg.g T7,0 12,738 22,2 71,0 8,896
gg:g 3,0 Ty500 427 45,8 7,260
Pl
15.8 12,5 =20,886 20.8 18,4 ~-11,538
8.8 14,7
71 2,0 =71,831 13,0 8,1 =37,692
11,0 16,0
19’8 17'0 "'14’141 24,0 21,8 -9’166
31’7 35,1
16,6 48,0 3,004 18,2 49,6 2,905
5747 57,2
716 80,0 11,732 6742 72,5 7,887
79,0 68,
75,2 75,8 0,798 6416 67,6 4,644
tg ‘f = 0,5 tg = 1,0
Uzel 1,p¥iklad 2,p¥iklad chyba 1l.p¥iklad 2,p¥iklsd chyba
61,20 64,7 5,719 61,8 64,8 4,854
61'3 61’
51,7 64,8 12,305 514 64,0 11,498
43,9 45,9 4,556 42,7 45,4 6,323
35,4 36,
2719 26,0  =6,810 3001 27,3 =9,302
2403 26,
2216 17,1 =24,336 2513 20,6 =18,577
2311 2619
28,8 26,8  =6,944 3009 28,4  =8,091
3745 36,7
a7, 48,2 1,474 24,0 45,6 3,636
52,3 is.
5749 64,3 11,054 56,0 62,0 10,714
* 59,7 ! 58,
8.8 61,2 4,082 58,2 60,6 4,124
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