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Rovihnj pFipad silového pole tvo¥eného viskoelastickymi
&l4nky

V referdtu je uvedeno analytické Fedeni rovinného pFipa-
du silového pole, tvor¥eného viskoelastickymi &ldnky., Pomoci
Laplaceovy transformace byla vypodtena odegzva pole na skokovy
prib&h budic{ sily., Byla vySetfena vlastnost elementd silového
pole (pruZiny, tlumie, Kelvin-Voigtova &ldnku), kterd umoZ -
nuje stanoveni odegzvy silového pole na skokovy prib&h budici
sily, Jsou-li tvo¥ici jednotky tvofeny Fetézcem viskoelastic-
kjch Elénkﬁo

V zdvéru pi¥ispévku byly vySetfeny polohy hlavaich os

pruZnosti a tlumeni pro vybrané pFipady rovinného silového
pole, tvoreného viskoelastickymi &lénky,
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l. Rovinny p¥ipad silového pole tvofeného llaxwellovymi
¢lanky.

UvaZujme rovinny pripad silového pole, které je tvoreno
dvéma Maxwellovymi &ldnky, jejichZ osy sviraji s kladnym smé-
rem 08y X uhly a & dy . NechY v bodé A (obr.l) pusobi
na pole sila F s kterd se v Gase t = Of‘penl z nulové hodno-
ty skokem na hodnotu F, . Vektor sily F svird s kladnym
smérem osy X uhel /A , VySetfime trajektorii bodu A jako
odezvu pole na silu F za predpokladu, Ze je bod A nehmot-
ny a Z%e pf¥i jeho pohybu nedojde ke zméné velikosti dhlid oy
0(28/3.

Obecnd poloha bodu A Jje urdena radiusvektorem

— e —
r = xi + yj
Jednotkovy vektor ve sméru i-té pruZici jednotky je ddn vyra-
zem

- —
[}

T i b d
Si cos x; 1 + sno(i:)

Potom YV -
fli = r.Soi = xcosxi+ysina[i

Pro vySetfovany nehmotny bod A plati
—- - - — -
ma = Sl + 82 +F = 0

x:-c¢ (), - 3'21) cosay = cy( Iyp = Jpp) cOBA, +

+ F(t) cos3 =0 .
(1)
y &= ey Jll - Jy) sinay - c( )5 - d,p) sina, +
+ F(t) s8inpB3 = 0
Statické podminky rovaovdhy bodd B; Jjsou ddny vztahy
By oy dyy = Jp) -k dp =0 (2)

By t op( dyp = Jpp) = kp Jpp = O

Dosadime-1i do soustavy rovaic (1), (2) za Jli s obdrZime po
Upravé

X 3 (cl coszal + ¢y c052 aa)x + (°1° sin &) cosd; +
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+c, sinda, cosay)y - ¢) cosary 8'21 - ¢, cosa, J_22 =
= F(t) cos g
y (cl sina,; cos«; + ¢, sind, cos 0(2)x + (cl sm2d1 +
+ ¢, sinaata)y - ¢, sina, d'21 - ¢, sina, J, = F(t) sing
R c c c (3)
21"'72% f21-k—icosa(1x-fisindly=o
. c c c
3-221--?2 J'ez-rzcosxax-k—i sina, y = 0

Zobrazme soustavu rovaic (3) pomoci Laplaceovy transfor-
mace a Fedme je pro p¥ipad, Ze se amplituda budici sily méni
v ase t = O"' skokem 2z nulové hodnoty na hodnotu F « Vektor
budici sily F svird s kladnym smérem osy -x konstantnl thel
A . ReSeni provedme pro nulové poddtedni podminky =x(0)
=y(0) = 9,,(0) = J,5(0) =0,

Vysledny vztah pro obraz X(p) je dédn vyrazem

- , F, [ainorisin(ocl-p) .
sin(aca-a(l) cp
. sina, sin(aca-,o)] i . P,
—_—
¢y o) sin(a:z-acl)
[sinocl sin( <, - 0) . singsin(oca-ﬁ)J% .
k; ky P
- .3
P p

Analogicky pro Y(p) obdriime

¢ - ZFO [ cos o) sin(f - o)
sin ( 0C2 - dl) 02
. cos o, sin(p - ary) ] 4, F,
—_—
¢y p 8in“( ot~ o)
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cos o, sin(f-a,) . cos a, sin(pf - o) J 1

k2 k 1 p

A
=—I +
p

(4)

'U,\ktd

Origindly =x(t) a y(t) k obrazim X(p) a Y(p) jsou dény
vztahy

() = . F, [sindl sin(at) - 4) .
sin( o«s -acl) e
sin &, sin( o, - f3) F
Cl sin (da -dl)
sinof, sin(ec; = g) siner, sin( of, - 8) ]
. + t =
kp k)
= qu(t) + Bx t
a
S(t) = ] F, [ cos o« ;8in( B~ o)
Bin (“'2 -dl) 02
osa sin(f - a F
: ol Z)J'Z(t)-n- T_o
e sin' (a."2 - al)
. [ cos o ;8in(f - o)) . cos a8in( B - &) ] )
ky ky
=ﬂqu(t) +By ¢ (5)

2. Rovinny piipad silového pole tvo¥eného viskoelas-
tickymi &ldnky 2, typu,

VySet¥me pohyb nehmotného bodu v silovém poli, které je
tvofeno dvéma viskoelastickymi &ldnky, 2z nich% kaZdy vzaikl
seriovym spojenim Kelvin-Voigtova &ldnku a tlumide (obr. 2).
Budici sila, kterd pisobi v bodé A se méni skokem z nulové
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"hodnoty na hodnotu F, v &ase t = 0%, vektor budic{ sily
P svird s kladnym smérem osy x konstantni dhel 3, ReSeni
je opét provedeno pro nulové poddtedni podminky,

Je-11 bod A uvaZovdn jako nehmotny, je jeho pohyb po -
psdn rovaicemi

m = 0 = -k, ( J’ 1- F 1) cosar; = kyo( J 3"22) cosof, +
+ F(t) cosﬂ

m =0 = = kyy( d’n- 3'1) sina, - k( 3’12- ¥y op) sind, +
+ F(t) sin

Statické podminky rovaovédhy bodd B; Jjsou dédny vztahy

Byt kyy(Jy5- 0pp) - kpy Fpy -0y Ty = 0

By 3 keyp( 3 1pm Jpp) = kpp $pp = 05 Tpp = 0 ©

Dosadime-1i do soustavy rovaic (6) za 3; 11 8 3: 12 vyrazy

J

6.'12 = X cosax, + 7§ sina,

1= x cosor, + y sinot,

ObdrZime po dpravé a zobrazeni v Laplaceov& transformaci vy -
sledné vztahy pro obragy funkci X(p) a Y(p) ve tvaru

s:l.ntxl sin(afl-,a) sinda sin(a: -4) ]
+
Ky, 8in“( & o= o) ky, 81a2( of - ot;)

P_sind, sin(a,~ 0)
1 1 1 1
L, Totind sia(d, [; . _02_} .

X(p) = Po[

]
) ¢, 8in“( &, -ay) P+
k2
F, sina, sin(&,- 4) { 1 L J
2 1
SRS ALFRL A A =

cosx, sin(f - ;) cos . 8in(fB - ,)
¥p) = P, n z Lo 322 < ] .
kla sin (“2 -dl) kll sin (e.n:2 -otl)
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] 11 . F, coso;:l sin( A -a) [ 1 1 .
P ¢, sin“( A, - ay) P 2
P+
k2
. F, cosa, sin( /3 - o) 1 1 -
o) 8in (ol - of) P, .0
=

Origindly k obragim X(p) a Y(p) soustavy (7) byly ziskény
pouzitim residuové vétj. Vysledné vyrazy pro origindly =x(t)
a y(t) , které jsou parametrickymi rovanicemi trajektorie
bodu A) obdrZime ve tvaru

c
2
- t
P_sin «, sin( «,~4)
x(t) = =2 21 il (1-e22 ) o+
02 sin (d'z‘ﬂfl)
%1
F_ sind«, sin( <, - A) i vl
+ =2 12 £ (l-ce 21 ) +
c; sin®(«, - ;)
sine&, sin( ,-4) sina, sin( < - 43)
., [ ot W . o Sl %y £ } .
k,, sin (ofa- ot‘l) k,, sin (a:z-a'l)
c2
P_cose, sin(f - o) b vl
y(¢) = 2>—pl L (1-e 2 )4
c sin“(a -arl)
%1
F_ cosa, sin(fB-a.) alb vl
+ o) 22 2 (1-e 2l ) o+
¢, sin“(& o))
3 cos @) sin(f-o,) . cosa(g sin(0-ay) ]
° | k), sin®(or, - ;) k), sin® (a,- ;)

(8)

Prvé dva dleny v rovnicich (8) popisuji chovdni Kelvin=-
Voigtova &ldnku, vliv seriové pF¥ipojeného tlumide je vyjédren

tfetim Clenem.
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3. Zhodnoceni rovianného pi¥ipadu silového pole vytvore-
ného viskoelastickymi élédnky.

V predchdzejici kapitole byly vySet¥eny vlastnosti silo-
vého pole, vytvoreného v prvém pr¥ipadé dvéma Maxwellovymi
3lénky, ve druhém pripadé dvéma viskoelastickymi jednotkami,
které vznikly secriovym spojenim Kelvin-Voigtova &ldnku a tlu-
mice.

Cilem vypoltu bylo vySetfeni trajektorie =x(t) a y(t)
bodu A jako odezvu pole na budici silu, kterd se v Jase t = O
zménila 2z nulové hodnoty skokem na hodaotu F, . Vektor sily
F sviral s kladnym smérem osy x konstantni vdhel g .

Porovndme-1i vysledné vztahy pro x(t) a y(t) 2z rovnic
(5) a (8) vidime, Ze vliv seriové zapojenych tlumidl na pri -
rist x-ové resp, y-ové sourfadnice je v obou p¥ipadech stejny.
Se gr¥etelem na platnost zdkona superpozice lze vyslovit tvrze-
ni, Ze stejnou vlastnost bude mit i pruZina a Kelvin-Voigtuv
&lének,

Zndme-1i odezvy jednotlivych elementi na skokovy pribéh
budici sily, lze napsat ihned vysledné vztahy pro trajektorii
vyS8etfovaného bodu A x(t) a y(t) pro zvoleny typ pruZici
Jednotky.

4, Rovinny p¥ipad silového pole vytvorXeného viskoelas-

tickymi &ldnky, které pFedstavuji model standartni-
ho télesa,

Prfedpoklddejme shodné s predchdzejicimi p¥ipady, Ze je
silové pole zatifeno v bodé A silou F , kterd se méni v &ase
t = 0¥ 2z nulové hodnoty na hodnotu Fe Odvozené FeSeni plati
za predpokladu, Ze p¥i pohybu bodu A zistdvaji dhly oys oo
i 8 konstantai (obr. 3).

Trajektorie bodu A je urdena vztahy

P, sina, sin(«;-4)
x(t) = =
sin“( - 45)
sin «, sin(xz-ﬁ)l g+ o
— 2, . 5
¢11 8in“( & - &)

C12

+



inw, sia(&,- /) -
sin'x, sin -
.I 1 1 (1L -e 2 ) o+
Ca2
1 in( ) ‘gt
sin & )
. ne, sin( @, (1.01 )]
c21
F cos « cos(f - o)
y(t) = - +
sin (062- dl) 1o
cos &, 8in(f - x.,)

+ 2 2 ]ll(t) + 2
¢y ain(x‘e-a(l)
1n(p= o)) ';:2—2*

os & -

Y il S L(1-e 2 ) 4
C22
1n(4 - «,) 'T:'gl*

cosx, sin(f-a

* 2 2 (1-e 1 )] (9)

c21

5. Rovinny p¥ipad silového pole, vytvofeného Burgerso-
vimi viskoelastickymi Clénky.

VySet?ime pro dplnost trajektorii =x(t), y(t) bodu A4 ,
ktery je bodem rovinného silového pole, tvoieného dvéma Bur-
gersovymi &lénky, Charakter zdtéZné sily je totoZny s predchd-
gzejicimi p¥ipady (obr. 4.).

F, ein &, sin( @, -A)
I(t) = -y +
sin( o« d’l) c12
sino, sin(o¢ - B) F

+ }Q(t)+

2
13 8in“( @ = ;)
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[ sina, sin( atl-d) sina, ain(a(z-ﬂ) }
o + t +
ko k)1
_lee
. P, [ sino) sin( a;-/3) . k- -
8in“( ot pm ;) cop
ina, sin( @ -4) - ? ¢
sin sin -
Ca1
P cos &, sin( B - «,)
y(t) = - o) [ 1 1,
sin (wz- atl) ¢1o
cos &, sin(fB -x.) F
+ = 2 J A(t) + ———
13 sin®( & ;- a‘l)
[cos oy s:l.n(,@-acl) cos &, sin(ﬂ-o(z) ]
R +
k12 k)
_Sez
F, [cosxl sin(/’-dl) _ek2_2 -
sinz( o= dl) Coo
in(B- ) - ? ¢
coset, sin( 8-
2 2 (1-e 2 )J (10)

C21

6 o VySetfeni polohy hlavnich os pruZnosti a hlavaich os
tlumeni pro posunuti u rovinného pripadu silového pole

tvoreného viskoelastickymi prviy.
5,1, Rovinné silové poie Jje_ tvo¥eno Maxwellovymi Zldnky
P#i vypodtu polohy hlavanich os pru¥nosti pro posunuti
vyjdeme ze vztahd (5)

x(t) = qu(t) + Bx t
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y(t) = %Ii(t) + IBy t

Polohu hlavnich os pruZnosti pro posunuti nalezneme z
podminky, Ze vektor posunu T vySetFovaného bodu A Je koli-

nedrni s vektorem budici sfly F (obr. 5).
Potom
A a,, 8in 8 - a,, cosg

zg 2(, = ﬁ = il 21 i

tg 4 (11)
8y, cosf - a;, sing

hodnoty koeficientd aij jsou ddny vztahy

8y = ¢y cos‘xl + Cy coeaxa.

8o = ¢ sina(l coeofl + ey e:l.nc(2 cosc\.’2
821 = 812

8,, = C sinaac + C aina.c

22 1l 1 2 2

Pro vypodet hledandho tg /4 obdriime kvadratickou rovnici,
kterd md FeSeni

+ 2

a,, - 8a -/(a -8a,,)"  +4a,,a

tg by, = 22 - %11 11 ~ %22 12 %21 (12)
/

2 8o

Podminka kolmosti hlavaich os pruZnosti po posunuti je vyjéd -
dfena vztahem

tg Ay = - cotg

Tato podminka vede po dosazeni z rovaice (12) na vyraz
2
812 821 = 82 ’
ktery je s ohledem na platnost zdkonl vzdjemnosti vZdy splnén,
Proto jsou hlavai osy pruZnosti navzdjem kolmé,

Vypolet polohy hlavaich os tlumeni je analogicky vysSetie-
ni polohy hlavaich os pruZnosti. V prvé fdzi FeSeni, t.j. v
Sase t = O zaujme vySet¥ovany bod polohu, kterd odpovidd
rovnovédZné poloze silového pole vytvo¥eného pouze nehmotnymi
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pruZinami begprostfednd po pFipojeni 24t&Zné sily k2 skoko -
vého pribéhu, Tato poloha je vyjdd¥ena prvaimi &leny v rovai-
oich (5), tlumile se v této fdzi Yefeni neuplatni,

Ve druhé fdsi FeSeni, Easové navasujic{ na prvai fézi,
pisobi na kaZdy tlumi& sila, odpovidajici deformaci pruZiny,
se kterou Je tlumi& seriové spojen., Trajektorie, kterd odpo-
vidd druhé f4zi YeSeni je popsdna vyrasy By.t resp, By.t
v rovaicich (5). Poloha hlavaich os tlumeni jJe vySetiena &
podminky, Ze vektor rychlosti vySetFfovaného bodu A, 'v’A .
odpovidajiol gaddtku druhé fdse Fedeni je kolinedrni s vekto-
rem sétd%né sily .ix (obr. 5).

Velikost dhlu 7°, ktery svird vektor rychlosti v, s
kladnym smirem osy x Je uréepa vyraszem
P UL - LUy ST
x by, cosd - by, sing
hodnoty koeficientd bi;] Jsou rovay
bll = kl coeaarl + k2 00820(2

b12 = kl einaalcosatl + k2 sin a[acos X, = "21
2

- Hledany ihel p' ,» ktery uréuje smér vektoru budici sily
P , vyhovujici pologe hlavnich os tlumeni uriime sze vztahu

b

+ 2
d b_ﬁ'bg"(b}_l'bé) * 40 (14)

’ 2 b].a

Podminka kolmosti hlavaich os tlumen{i

[
tgﬁ'l a -cotgﬁa

je opét splndna. Porovnénim vetahd pro tg A (12) a tg A (14)
Je zfejmé, Ze hlavnf osy pruZnosti a tlumen{ splynou v p¥ipa-
dé, kdyZ konstanty tlumeni k; a pFislusné konstanty tuhos-
ti oy budou linedrnd zdvislé,

ki = a cy kde « = konst,
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6.42. Silové pole Je tvoFeno viskoelastickymi &lénky

2¢ typu

U tohoto typu silového pole, kde jsou viskoelastické
&ldnky tvofeny seriovym spojenim tlumici a Kelvin-Voigtova
8ldnku existuji pouse hlavai osy tlumenf{., Jejich polohu vy -
SetFime z podminky, Ze rychlost vySetfovaného bodi A, ?A Je
kolinedrn{ s vektorem zdtéZné sily P , O sfile F opé&t
predpokléddme, e se v Sase t = Of m&ni skokem s nulové
hodnoty na hodnotu P, , pfidemZ vektor budici sily svird
8 kladnym smérem osy x ydhel /4 (obr, 6).

PruZiny z EKelvin-Voigtovych &ldnkd neovlivni na szaldtku
pohybu, t.j. v Sase t = 0¥ okamiitou velikost rychlosti vy-
SetPovaného bodu, Polohu hlavanich os tlumeni vypolteme 3 rov-

nice
by, 8in - by, cos
b g - P TPjpoosd (15)
t=0* by, cos - by, sin/d

Vellkosti konstant by, Jsou urdeny vstahy
2 2
bll = “15 cos dl + kzc cos 062
b12 = b21 = kl( sina(l cosdy + kz.t sin ay cosofa
2 2
b22 = kll sin acl + k2! sin xo

kde
1 1 1 1 1 1

— @ e em— — = e—— o —

ke kjy ky kyy ko kyp

Opét je splnéna podminka, Ze hlavai osy tlumenf jsou na-
vedjem kolmé (v 3ase t = 0%),

Te Z4vér

Referdt poddvd analytické FeSeni rovinného p¥ipadu si-
lového pole, které je tvoreno viskoelastickymi C¢lédnky, PouzZi-
tim Laplaceovy transformace byla vysetiena odezva pole na
skokovy pribéh budici sily. PouZitim sdkona superpozice je
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moZno stanovit odezvu silového pole na skokovy prib&h budici
sily v p¥ipadech, kdy jsou pruZici jednotky tvoFeny Fetézcem
viskoelastickych &lédnki.

V sdvéru referdtu byly u vybranych pFipadd rovinného si-
lového pole tvor¥eného viskoelastickymi &ldnky vysSetfeay polo-
hy hlavaioh os pruZnosti a tlumeni,
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Obr, 1 - Rovinny p¥ipad silového pole tvoFeného Maxwellovymi Xldnky.

Obr, 2 - Rovinny pfipad silového pole tvorfeného viskoelastickymi
&lénky 2. typu




Obr. 3 - Realizece modelu standartniho télesa rovinnfm silovym polem,
vytvoFenym pomoo{ viskoelastiokfoh &lénkd.

Aos0 4

Obr., 4 - Rovinnf pFipad silového pole vytvoFfeného Burgersovymi
viskoelastickymi &ldnky




Obr, 5 - Vylet¥eni polohy hlavaieh os pruinosti a tlumenf.
‘Rovinné silové pole je tvoFeno Maxwellovymi §lénky,

0=4, 4

Obr, 6 - VybetFen{ polohy hlavnich os pruZnosti a tlumeni,
Silevé pole je vytvoFeno viskoelastiokymi &ldnky 2, typu.

-\




